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Résumé 

We corn/pute bifunctors cohomology for matrix polynomials under 
conjugation and detect candidates for universal classes in Ligner inva- 
riant theory. 



1 Introduction 

Depuis une douzaine d'années, la cohomologie des foncteurs a permis de 
nombreux calculs et applications [HJ [ïïj [2] , parmi lesquelles la démontration 
[6] de l'engendrement fini de l'algèbre de cohomologie des schémas en groupes 
finis. Dans [3J, Franjou et Friedlander entament l'étude de la cohomologie 
Hp(GL, B) des bifoncteurs B strictement polynomiaux. Cet article étend 
les premiers calculs effectués dans [3J. 

Nos résultats peuvent servir de base pour d'autres calculs et laissent 
également entrevoir de nombreuses applications. Ainsi, la cohomologie d'un 
bifoncteur B homogène de degré (b,b) calcule [3J Th 1.5] la cohomologie 
rationnelle de GL n à coefficients dans B(k n , k n ) pour n > b : 

H* V (GL,B) ~ H: at (GL n ,B(k n ,k n )) . 

La cohomologie des bifoncteurs calcule également [U Th 8.2] la cohomo- 
logie stable des groupes discrets GL n {k) sur un corps fini k. Comme il est 
noté dans [3] et [U section 8], c'est là un premier pas vers la K-théorie de 
l'anneau des nombres duaux et de Z/p 2 Z. 

Théorème 1.1 Soit M. un corps de caractéristique p ^> et fi — (Mlj ■ • • ? A^n) 
une partition de poids d. La série de Poincaré de H^(GL, S^gl ® • • • ® 
S^gl) est égale à la série de Poincaré des coinvarariants de Hp(GL, d ^gl) 
sous l'action du sous-groupe 6 W x • • • x 6 Mn de &d- 

Ce théorème n'était auparavant connu que pour d < p [U prop 4.1] et 
pour d = p = 2 [3J Th 5.1]. Il donne un résultat aisément calculable à partir 
du ©^-module H^(GL, ® d ( r ^gl) qui est explicitement décrit dans [U Th 1.8]. 
En particulier, Hp(GL, S^'^gl) est nulle en degrés impairs. 

Si l'on veut étendre les résultats de [SI §1], van der Kallen explique dans 
[8] l'intérêt d'obtenir des classes pour les coefficients en puissances divisées 
de gl. 
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Proposition 1.2 Soit K un corps de caractéristique p. La série de Poin- 
caré de H^,(GL,T P ^ gï) se déduit de celle de Hp(GL, S p ^ gl) en ajoutant 

(^- 2 -i)^S^. 



En particulier, la série de Poincaré de Hp(GL, T p ^gï) est nulle en degrés 
impairs et elle a même caractéristique d'Euler-Poincaré que celle de S p ^gl. 
C'est en fait une conséquence de phénomènes de dualité généraux qui im- 
pliquent notamment le : 

Théorème 1.3 Soit F un fondeur strictement polynomial et F* son dual 
de Kuhn. La caractéristique d'Euler-Poincaré de Hp(GL, Fgl) est égale à 
celle de H^{GL,F^gl). 

D'autres résultats donnant une description partielle de Hp(GL,T n ^ gl) 
peuvent être obtenus à partir de notre connaissance de la cohomologie de 
S n ^gl. Par exemple : 

Proposition 1.4 Le degré maximal de la cohomologie de T pk ^gl estp k (2p r — 
2) + 2p k - 2. 

La démonstration du théorème 11.11 occupe la deuxième partie de cet 
article. Elle repose sur un résultat de théorie des représentations [1], un calcul 
d' Ext dans la catégorie V [2] et un argument de changement de corps. Pour 
plus de clarté, le détail de cet argument est isolé dans la troisième partie. 



2 Calcul de la série de Poincaré de H^(GL, S^gï) 

Nous utilisons les notations suivantes. Si /x = (pi, . . . , /%) est une parti- 
tion et E* un foncteur exponentiel, E^ désigne le foncteur E^ 1 (g) ■ ■ ■ <g> E^ n . 
Si A et B sont des foncteurs polynomiaux stricts, on note Tiom(A, B) le 
bifoncteur polynomial strict Homic(>l(— î), B(— 2)). Les bifoncteurs de ce 
type sont dits séparables et [U prop 2.2] donne un isomorphisme naturel : 
Hj,(GL, Hom(A, B)) ~ Ext£(A, B). 

Le calcul se déroule en deux étapes. La première repose sur une construc- 
tion d'Akin, Buchsbaum et Weyman [H Th III. 1.4 p. 244-245] que nous 
reformulons ici en termes de bifoncteurs : 

Théorème 2.1 Soit k un entier. L'ordre lexicographique sur les partitions 
de poids k induit une filtration de S k gl par des bifoncteurs strictement po- 
lynomiaux : 

ç M {k) Ç M (h _ ltl) Ç • • • Ç M^...,!) = S k gl 

Le premier terme Mo.) est isomorphe à TCom(A k ,A k ), et si À est une parti- 
tion et À la suivante pour l'odre lexicographique on a une suite exacte courte : 

M x ^Hom(W x ,Sx) ■ 
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La cohomologie du gradué de cette filtration est bien connue [21 Th 6.1]. 
En particulier, si S\/\i (resp. W\/y) désigne le foncteur de Schur (resp. 
de Weyl) associé au diagramme gauche A/À', la cohomologie du bifoncteur 
Hom(W\/\i( r \ S^)y) est nulle en degré impair. En conséquence, toutes les 

suites exactes courtes associées à la filtration de S k ^gl scindent en coho- 
mologie. La cohomologie de S k ^gl est donc isomorphe à la cohomologie du 
gradué de sa filtration. 

Si fj, est une partition, la cohomologie de S^ r ^gl se calcule de manière 
similaire : le produit tensoriel des filtrations des S^gl donne une filtration de 
S^gl qui scinde en cohomologie. Pour exprimer le résultat de façon concise, 
on note (A1JA2I • • • |A n ) le diagramme gauche tel que S(\ r \\ 2 \...\\ n } = S\ 1 (g> 

■■■®s Xn . 

Proposition 2.2 Soit fi = . . . ,/i n ) une partition de poids d. On a un 
isomorphisme d'espaces vectoriels gradués : 

HUGL,S^gl) * Ext^(^ ) |A2k|A?i) ,^ ) i|A2k|A?i) ) 

|Ai|=Ati...|A n |=/4 n 

Remarque 1 Si la caractéristique p est grande, l 'isomorphisme de la proposi- 
tion peut s 'obtenir directement en observant que la filtration scinde. En effet, 
si À = (Ai, . . . , A n ) est une partition de poids k < p, l'application structu- 
relle A A -» 5a admet une section b\. En notant m : -» S k le produit et 
A : A A le coproduit, on peut alors définir <ft\ comme la composée : 

TCom(W\, S X ) Hom(b{M ; Hom{A\ A*) gl® k ^± S k gl . 

L'examen de la construction d'Akin Buchsbaum et Weyman montre alors 
que ®cj)\ : (BT~lom(W\, S\) — ► S k gl est un isomorphisme. 

Dans la suite, on note A* le foncteur qui à un S^-bimodule M associe le 
S^-module à gauche obtenu par restriction de l'action de &d x au sous- 
groupe &d = {(ci, c~ ) } C &d x 6^ P - Si / est un foncteur des ©^-modules 
à gauche vers les -R-modules et M est un S^-bimodule, on note Mf (resp 
/M) le ©^-module à gauche (resp. à droite) obtenu en appliquant / à la 
structure de droite (resp. de gauche). 

La proposition l2.2l et [21 Th. 6.1] donnent une description de H^{GL, S^gl) 
à partir du S^-bimodule H^(GL,(g) d ^ gl) décrit dans [U Th.1.8] et [21 
p. 780] : 

H* V {GL, S^gl) ~ (s {MVAXn) Hp(GL, ® d ^gl)) S(Al |...| An) . 

|Al|=/il...|A,i|=/in 

La deuxième étape de la démonstration consiste à simplifier cette expression. 
Pour cela, on peut tout d'abord supposer qu'on travaille sur un corps de base 
K égal à F p d'après [U Prop 3.1]. De plus, on remarque que H^(GL, gl) 
est une somme directe de bimodules élémentaires dans le sens suivant : 
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Définition 2.3 Soit R un anneau. On appelle bimodule élémentaire sur R 
un R-module de la forme : R&d/&-y £>5 R&d avec (5 7 un sous-groupe de 
Young, muni de la structure de bimodule donnée par V action suivante sur la 
base : 

A.e [r ] (g) e a .fj, = e[ X . T ] ® e x.a.fi ■ 

Lorsque p est assez grand (p > d), on dispose d'une deuxième description 
de Hp(GL,S^gl). En effet la multiplication m : ® d gl —y S^gl induit un 
isomorphisme de s^A* H^,(GL,® d ^gl) vers H*,(GL, S^gl). Utilisons les 
notations de la remarqueUJ D'après [21 Th 6.1], l'isomorphisme ®(f>\ 1 ® • • -<8> 
cj)\ n induit une transformation naturelle : 

0(A!|...|A„) -) S(Ad-..|A„) ~> 

\Xl\=/J,l...\X n \=fln 

dont l'évaluation sur le ©^-bimodule ~Extp(® d ( 1 \ (gi^ 1 )) est un isomorphisme. 
Ce bimodule contient tous les bimodules élémentaires comme facteurs directs 
et on en déduit donc une égalité valable pour tout bimodule élémentaire M 
lorsque la caractéristique p est assez grande : 

dWA*M = dim (s (Al |...|A„)M) S(Al |...| An) (*) 

| |=/il ...| An|=|*n 

Mais la dimension de s^A* M est indépendante de la caractéristique, et 
d'après la proposition 13.51 il en va de même pour la dimension des (s IM M)s\. 
Ainsi, l'égalité (*) est en fait valable en toute caractéristique. 

Le théorème découle maintenant du fait que H^(GL,(g) d ^gl) est une 
somme directe de bimodules élémentaires. 

3 Changement de base pour les bimodules élémentaires 

Lemme 3.1 Soit M un bimodule élémentaire sur ¥ p et fi et X deux dia- 
grammes gauches. Les applications naturelles : (s^M)q x —s- s m (M© a ) et 
s M (M altSA ) — > (Sf M M) alt<Sx sont des isomorphismes. 

Démonstration. Nous démontrons le premier isomorphisme. On a un dia- 
gramme commutatif : 

( Sfl M)e x (1) * b m (M 6a ) 

( alte MM) 6A altS "(M e J 

La flèche (2) est un isomorphisme car les actions sont définies sur une base 
de M. Par conséquent, (1) est surjective. On peut conclure car la source et 
le but de (1) ont la même dimension d'après [21 Th 6.1]. 
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Définition 3.2 Soit M un & j-bimodule et X et \x des diagrammes gauches. 
On définit s^Msx comme l'image de l'application composée : 



S u alt/ Tirait S 



(M 8 



'A' 



M 



e 



Lemme 3.3 Soit M un bimodule élémentaire sur Z et A et \i des dia- 
grammes gauches. On a : 

dim (s,j, (F p <S> M)) s\ < rank s^Ms\ 

De plus, l'inégalité est en fait une égalité si p est assez grand. 

Démonstration. Notons Mf p le bimodule élémentaire M Fp. On a un dia- 
gramme commutatif : 



S u alt/ji/r alt S 



ralt©A 1 



■ &n M ¥ . 



(S M M F P )S X 



On vérifie que z©_ est injective. Une chasse dans le diagramme montre alors 
que s^M ¥p s\ = (s^MfJ s\. 

Regardons maintenant le diagramme de Z-modules dont les flèches ver- 
ticales sont des surjections induites par la réduction modulo p : M -» M ¥p : 



6,. ait 



(M alte 



■M- 



S M alt ( M alt6 MC 



■ Mb 



(s A M) 6 , 



&ù M W P )s- X 



Puisque ( g_M)e- est un Z- module libre, il en va de même pour s^Ms\ et 
on en déduit le résultat. 

Lemme 3.4 Soient A et /j, des diagrammes gauches et k un entier. La di- 
mension de Hom-p(W M o kl, S\) ne dépend pas du corps. 

Démonstration. Grâce à [H Th. II. 2. 16 et II. 3. 16], les foncteurs de Schur S\ 
et de Weyl Wu sont en fait des foncteurs polynomiaux stricts sur Z au sens 
de section 2]. En copiant la démonstration de Prop.2.8], on montre 
que le foncteur 5a ®ï F p (resp. ®z F p ) obtenu par changement de base 
n'est autre que le foncteur de Schur (resp. Weyl) défini sur F p . On utilise 
alors [7, Prop.2.6] pour conclure. 

Proposition 3.5 Soient À, /i des diagrammes gauches de poids d. Pour tout 
bimodule élémentaire M = F p © n /(3 7 <S> F p 6 n la dimension de (s )Ji M)s\ ne 
dépend pas de p. 
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Démonstration. Les démonstrations de [2, Th. 4. 4 et Th 6.1] montrent l'égalité 
suivante, valable pour tout entier k et tout nombre premier p : 

dimHomp, Fp (T^ o kI,S x ) = dim (s M Rom T)Wp ({kI)® d , s x (*) 

Soit p et q des nombres premiers, avec q suffisamment grand pour que 
l'inégalité du lemme [3"73"l soit une égalité pour tout S^-bimodule élémentaire. 
(Ceci est possible car il n'y en a qu'un nombre fini à isomorphisme près). 
Alors pour tout bimodule élémentaire M sur Z on a l'inégalité : 

dim(^ (M (g) ¥ p ))s x < dim(s M (M ® ¥ q ))s x ■ 

Mais ïLom-p^ p ((dI)^ d , ® ) contient tous les bimodules élémentaires comme 
facteurs directs. En conséquence, (*) et le lemme [3741 montrent que l'inégalité 
précédente est en fait une égalité, ce qui achève la démonstration. 
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